Grafer




Graf

Engraf er et pa(V, E), hvor
* V er en m¥ngde &huder (vertices
¥ E er en samling af par af knuder, kaldanhter (edge$

Eksempel:
¥ En knude repr¥isenterer en lufthavn og har tilknyttet en lufthavnskode
¥ En kant repr¥senterer en Ryrute imellem to lufthavne og har tilknyttet en afstand




Kanttyper

Orienteret kant
¥ ordnet par af knud€u,v)

¥ f¢ rste knude kaldestartknuden @ [3yvning @
¥ anden knude kaldatutknuden AA 1206

¥ eksempel: en flyvning

Ikke-orienteret kant

¥ ikke-ordnet par af knudéu,v) ORD 849 km @

¥ eksempel: en flyrute

Orienteret graf
¥ alle kanter er orienteret
¥ eksempel: et netv3ark af flyvninger

Ikke-orienteret graf
¥ alle kanter er ikke-orienteret
¥ eksempel: et netv3ark af flyruter
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Anvendelser 79

Alt hvad der involverer relationer imellem
objekter kan modelleres ved hj%lp af en graf

Trafiknetveerk: Organiske molekyler:
Knuder: byer, vejkryds Knuder: atomer

Kanter: veje Kanter: bindinger
Elektriske kredslgb: Datanetveerk:

Knuder: komponenter Knuder:computereroutere

Kanter: ledninger Kanter: forbindelser




Anvendelser (fortsat) ° %

Programsystemer:
Knuder: metoder
Kanter: metode&l kalder metod®

Objektorienteret design (UML-diagrammering):
Knuder: klasser/objekter
Kanter:nedarvningaggregering eller associering

Projektplanlaegning:
Knuder: delopgaver
Kanter: pr¥cedenser (delopgad/ekal udf¢res f¢r delopgaw)




Terminologi

 Endeknuder for en kant
U og V erendeknudefor a

¥ Nabokanter til en knude
a, b og d er nabokanter til V

¥ Graden af en knude
V har graden 3

¥ Parallelle (multiple) kanter
h og i er parallelle kanter

¥ Slgjfe
j er en sl¢ jfe




Terminologi (fortsat)

* Vej
f¢ lge af skiftevis knuder og kanter,
som begynder og ender med en knude,
og hvor hver kantendeknudekommer
umiddelbart f¢ r og efter knuden

¥ Simpel vej
vej, hvor alle knuder og kanter er
forskellige

Eksempler:
P.=(V,b,X,h,Z) er en simpel ve|
P,=(U,c,W,e,X,g,Y,f,W,d, V) er
en vej, der ikke er simpel




Terminologi (fortsat)

 Cykel (ellerkreds)
vej, som begynder og ender i samme
knude

e Simpel cykel
cykel hvor alle kanter og alle knuder,
med undtagelse af den f¢ rste og sidst
knude, er forskellige

Eksempler:
C1=(Va ba Xa g, Y9 fa Wa ¢, Ua a, V)
er en simpel cykel
C=U,c,W,e, X, g Y, f,W,dV,d)
er en cykel, der ikke er simpel




Egenskaber

Notation
Egenskab 1 n antal knuder
Z, dedv) =2m m antal kanter
Bevis: Hver kant t34lles med to
gange deqv) graden af knude
Egenskab 2
| en ikke-orienteret graf uden
sl¢ jer og parallelle kanter Eksempel:
m<n(n-—1)/2 n=4
Bevis: Hver knude har h¢ st m=6
gradem — 1. Hver kant t%lles B
med to gange Vv :dedv) =3

Hvad er den ¢ vre gr¥anse for
en orienteret graf?




Basale grafproblemer

Veje:
Er der en vej fra knudé til knudeB?

Cykler:
Indeholder grafen en cykel?

Sammenhaeng (udsp¥sndende tr¥)
Er der for enhver knude en vej til enhver anden knude?

2-sammenhaeng:
Vil en sammenh%sngende graf altid forblive sammenh%ngende,
hvis en knude og dennes nabokanter fjernes fra grafen?

Planaritet:
Kan grafen tegnes, uden at to kanter krydser hinanden?

10




Basale grafproblemer (fortsat) J ;’ﬁ/‘k

Korteste vej:
Hvilken vej er den korteste fra knudetil knudeB?

Langste vej:
Hvilken vej er den I34ngste fra knuddil knudeB?

Minimalt udspsendende trae:
Hvad er den billigste m(Ede at forbinde alle knuder?

Hamilton-cykel:
Er der en cykel, som indeholder samtlige knuder?

Den rejsende szlgers problem:
Hvilken Hamilton-cykel er den billigste?

11




Centrale metoder for en graf ADT

* Knuder og kanter
er positioner
lagrer elementer

e Tilgangsmetoder
incidentEdges(Vv)
endVertices(e)
isDirected(e)
origin(e)
destination(e)
opposite(v, e)
areAdjacent(v, w)

e Opdateringsmetoder
insertVertex(0)
insertEdge(v, w, 0)
insertDirectedEdge(v, w, 0)
removeVertex(V)
removeEdge(e)

e Generiske metoder
numVertices()
numEdges()
vertices()

edges() (iteratorej

12




Kantlistestruktur

¥ Knude-objekt
- reference til position i
knude-sekvensen

- element

¥ Kant-objekt

- reference til position |
kant-sekvensen

- startknude-objektet
- slutknude-objektet
- element

13




Asymptotisk effektivitet

¥n knuder,m kanter

¥ingen parallelle kanter Kant-
¥ingen sl jfer liste
¥gr¥anser udtrykkes ved-notation

Plads n+m
incidentEdges(V) m
areAdjacent(v, W m
insertVertex(0) 1
insertEdge(v, w, 1
removeVertex(V) m
removeEdge(e) 1

14




Nabolistestruktur

a b
¥ Udvidet kantlistestruktur @D/GD\@D

¥ Nabosekvenfor hver knude:
sekvens af referencer til
nabokanter

¥ Udvidede kant-objekter:

referencer til positioner i
nabosekvensen




Asymptotisk effektivitet

¥n knuder,m kanter
¥ingen parallelle kanter Nabo- Kant-
¥ingen sl¢jfer liste liste
¥gr¥nser udtrykkes ved-notation

Plads n+m n+m
incidentEdges(V) dedqV) m
areAdjacent(v, W min(dedVv), degw)) m
insertVertex(0) 1 1
insertEdge(v, w, Q 1 1
removeVertex(V) dedqV) m
removeEdge(e) 1 1

16




Nabomatrixstruktur

¥ Udvidet kantlistestruktur

¥ Udvidede knude-objekter
heltalsn¢ glgindex)

¥ Todimensionalt array

referencer til kanter, der
forbinder knuder

¥ Simpel udgave har 0O for ingen

kant, og 1 for en kant

17




Asymptotisk effektivitet

¥n knuder,m kanter

¥ingen parallelle kanter Nabo- Nabo- Kant-
¥ingen sl¢jfer matrix liste liste
¥gr¥nser udtrykkes ved-notation

Plads n2 n+m n+m
incidentEdges(v) n dedqv) m
areAdjacent(v, W 1 min(dedVv), degw)) m
insertVertex(0) n2 1 1
insertEdge(v, w, 1 1 1
removeVertex(V) n2 deqVv) m
removeEdge(e) 1 1 1

18




Delgrafer

Endelgraf S af en graiG er en graf, hvor

¥ knuderne § er delm%ngde af
knuderne G, og

¥ kanterne S er en delm%ngde af
kanterne G

Enudspzndende delgraf af G er en
delgraf, der indeholder all@@ knuder

Udsp%sndende delgraf

19




Sammenhang

En graf esammenhzengende, hvis
der Pndes en vej] imellem ethvert par af
knuder

Sammenh¥angende graf

Ensammenhaengende komponent i en
graf er en maksimal sammenh%ngende

delgraf afG : :

Ikke-sammenh3%zngende graf med to
sammenh¥ngende komponenter

20




Traeer og skove

¥ Et (frit) trae er en ikke-orienteret C} ()

graf T, hvor

T er sammenh%sngende, og
T ikke har cykler

Denne debnition af et tr¥ er
forskellig fra debnitionen af et tr¥
med rod

Tr3

O

¥ Enskov er en ikke-orienteret graf g_—g O@
uden cykler O
De sammenh%ngende komponenter

af en skov er tr3er

Skov

21




Udsp&ndende traeer og skove

¥ Etudspaendende tree af en sammen-
h3zngende graf er en udsp¥.ndende
delgraf, som er et tr34

Et udsp¥ndende tr¥4 er ikke unikt,
medmindre grafen er et tr3.

Udsp¥andende tr3ser bPnder anvendelse
ved design af kommunikationsnetvark

¥ Enudspaendende skov af en graf er et
udsp¥sndende delgraf, som er en skov

Udsp¥andende tr3a
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Dybde-fgrst-sggning

23




Animering af DFS og BFS

aktuel

\3_047_

L
FA

start —w 970

N
./
— \?;

%
T4

—Qum=

‘\\HC
‘YE

start —»

Dybde-forst Bredde-fgrst
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- =~
Dybde-fgrst-sggning 5
|
L &
Dybde-fgrst-sggning (DFS) er en DFS i en graf mea knuder ogn
generel teknik til traversering af en graf  kanter tage©(n+m) tid
En dybde-f; rst traversering af gral@n DFS kan udvides til at I¢ se andre
¥ bes¢ger alle knuder og kantef i grafproblemer:
¥ afg¢r omG er sammenh%ngende ¥ Find en vej imellem to givne knuder
¥ bestemmer de sammenh¥ngende ¥ Find en cykel i grafen

komponenter G
¥ bestemmer en udsp¥ndende skGv i

25




DFS til sggning i labyrint

DFS-algoritmen ligner den klassiske
strategi til s¢,gning i en labyrint:
¥ MarkZrhvert kryds, hj¢rne og
endev¥sg (knude), der bes¢ ges
¥ MarkZrhver korridor (kant),
der bes¢ ges

¥ Hold rede p(E vejen tilbage til
indgangen (startknuden) ved
h)j%lp af et rebrékursionsstak

*** Backtracking***

26




DFS-algoritme o

Algoritmen bruger en mekanisme til
tildele og aR¥.seetikette©OpE knuder
og kanter

2.2
e

Algorithm DFS(G)
Input graphG
Output labeling of the edges @&

asdiscovery edgeand
backedges

for all u e G.verticeg)
setLabe{u, UNEXPLORED)
for all ee G.edge$)
setLabele, UNEXPLORED
for all ve G.erticeg)
if getLabe(v) =UNEXPLORED
DFS(G, V)

Algorithm DFS(G, V)
Input graphG and a starvertexv of G

Output labeling of the edges &
in the connected component\wof
asdiscovery edgeand backedges

setLabefv, VISITED)
for all ee G.incidentEdges$v)
if getLabe(e) =UNEXPLORED
W < oppositév,e
if getLabe{(w) =UNEXPLORED
setLabele, DISCOVERY
DFS(G, w)
else
setLabele, BACK

27




Eksempel
®

‘ VISITED knude
UNEXPLORED kant
—» DISCOVERY kant
- = =% BACK kant

> f




Eksempel (fortsat)
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Egenskaber ved DFS

Egenskab 1

DFS(G, V) bes¢ ger alle knuder og
kanter i den sammenh%angende
komponent, der indeholder

Egenskab 2

De kanter, der bes¢ geslS(G, v),
udg¢r et udsp¥andende tr34 af den
sammenh¥ngende komponent, der
indeholderw
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Analyse af DFS

¥ Tildeling og al3%4sning af en knude- eller kant-etikette t@gy tid

¥ Hvert knude fCr tildelt en etikette to gange
f¢ rste gang som UNEXPLORED
anden gang somilSITED

¥ Hver kant fCEr tildelt en etikette to gange
f¢ rste gang sodNEXPLORED
anden gang somISCOVERY ellerBACK

¥ MetodenincidentEdges kaldes en gang for hver knude

¥ DFS k¢rer O(n + m) tid, forudsat at grafen er repr¥senteret
med en nabolistestruktuk (deqv) =2m)

31




ié/v

Bestemmelse af vej e

Vi kan specialisere DFS-algoritmen
til at Pnde en vej imellem to givne
knuderu andz

Vi kalder DFS(G, u) medu som
startknuden

Vi bruger en stak$, til at holde
rede pCE vejen imellem startknuden
og den aktuelle knude

SCE snamElknudenmy¢,des,
returneres vejen som indholdet af
stakken

/S

A

Algorithm pathDFHG, v, 2
setLabefv, VISITED)
S.pushv)
if v=z
return S.element§
for all ee G.incidentEdges$v)
if getLabe(e) =UNEXPLORED
W < oppositév,e
if getLabe(w) =UNEXPLORED
setLabefe, DISCOVERY
S.pusk{e)
pathDFSG, w, 2
S.pofte)
else
setLabele, BACK

S.pogv)
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Bestemmelse af en cykel

Vi kan specialisere DFS-algoritmen
til at Pnde en cykel

Vi bruger en stak$, til at holde
rede pCE vejen imellem startknuden
og den aktuelle knude

S snart efibage-kant(v, w)

m¢ des, returneres cyklen som den
del af stakken, der bndes fra toppen
og ned til knudenv

Algorithm cycleDFHG, V)

setLabe{v, VISITED)
S.push{v)
for all ee G.incidentEdgeév)
if getLabe(e) =UNEXPLORED
W < Oppositév,e
S.puslie)
if getLabe(w) =UNEXPLORED
setLabef{e, DISCOVERY
cycleDFSG, W)
S.pofte)
else
T <« newempty stack
repeat
0 < S.pop)
T.push(o)
until o =w
return T.element§)
S.poffv)
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2-sammenhaeng
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Adskillelseskanter og -knuder

Debnitioner
¥ Lad G v3re en sammenh%zngende graf
¥ En adskillelseskant | G er en kant, hvis fjernelse g¢ r grafen usammenh¥angende
¥ En adskillelsesknude | G er en knude, hvis fjernelse g¢ r grafen usammenh3zngende

Eksempel
DFW, LGA og LAX er adskillelsesknuder
(LAX, DFW) er en adskillelseskant

Anvendelser:

Adskillelseskanter og -knuder repr3ssenterer enkeltpunkter for fejl i et netv¥ark og er
kritiske for netv¥arkets funktion
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2-sammenhangende graf

®kvivalente debnitioner af 2-sammenh¥.ngende Graf
(1) GrafenG har ingen adskillelseskanter og ingen adskillelsesknuder

(2) For ethvert par af knuderogvi G er der to disjunkte simple veje imellem
uogv (d.v.s. to simple veje, der ikke har nogen knuder og kanter til f%lles)

(3) For ethvert par af knuderogv i G er der en simpel cykel, der indeholdeng v

@ ' PVD

CLGA
(DFW) MIA

Eksempel:
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2-sammenhangende komponenter

2-sammenhangende komponent | en grafG er
¥ en maksimal 2-sammenh%ingende delgréif, adller
¥ en delgraf bestEende af en adskillelseskangyidennegndeknuder

Samspil imellem 2-sammenh%ngende komponenter:
¥ En kant tilh¢ rer pr¥icis Zn 2-sammenh¥ngende komponent
¥ En adskillelseskant tilh¢ rer en 2-sammenh¥ngende komponent medfn¥aig
¥ En adskillelsesknude tilh¢ rer to eller Rere 2-sammenh3.ngende komponenter

Eksempel pE graf med bre 2-sammenh¥ingende komponenter:
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Akvivalensklasser

Lad der v3are givet en m¥ang8e

Enrelation R pdS er en m¥ngde af ordnede par af elementes,fra
d.v.s.R er delm3angde &xS

En zekvivalensrelation R pds tilfredsstiller f¢ lgende betingelser:
Refleksitivitet. (X,X)e R
Symmetri. (X,y)e R= (y,X) € R

Transitivitet. (X,y)e RA (Y, 22e R= (X,2 € R

En 3kvivalensrelatioR p@S inducerer en opdeling & disjunkte
delm%¥angder, kaldetkvivalensklasser
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Eksempel pa @&kvivalensrelation

Forbindelsesrelation imellem knuderne i en graf:
LadV v¥re m¥ungden af knuder i en g@af

Definer relationen

C={(v,w) e VXV : derbndes en vej fratil wi G}
RelationerC er en %kvivalensrelation

En 3%kvivalensklasse udg¢res af knuderne i en sammenh3zngende kom@onent i

Refleksitivitet. (X,X) e C
Symmetri:. (X,y)e C= (y,X) € C
Transitivitet. (X,y)e CA(y,2e C= (X,2 e C
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Sammenkaedet-relation

To kantere ogf i en sammenh%ngende
graf G ersammenkadet, hvis

e e=f, eller
e G har en simpel cykel, der
indeholder b(E@eng f

Saetning:
Sammenk¥.det-relation@@E kanter i en ®kvivalensklasser af sammenk3sdede kanter:

graf er en ¥kvivalensrelation {a} {b,c.d e f} {g i)}

Skitse af bevis:
De rel3eksive og symmetriske egenskaber
f¢ lger af dePnitionen. For at p(Evise den
transitive egenskab betragtes to simple
cykler, der har en kant til f%lles

-~
i
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Sammenkaedet-komponenter

e Sammenk¥idet-komponenteiiren sammenh¥angende g&er
Y.kvivalensklasserne af kanter med hensyn til sammenk¥adet-
relationen

¥ En 2-sammenh3%zngende komponegatar den delgraf ab,
der induceres af en 3kvivalensklasse af sammenk3zdede kanter

¥ En adskillelseskant er en ¥kvivalensklasse med 1 element

¥ En adskillelsesknude har nabokanter i mindst to forskellige
Yakvivalensklasser
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Hjeelpegraf

Hj¥%lpegrafB for en sammenh¥zngende géaf
¥ associeret med en DFS-traverseringraf

\ id /
¥ knuderne B er kanterne G AN i
~ &

¥ for enhvertilbage-kante | G harB kanterne % _
DF
(€ )y ©f) s eees @) VOTS s for woes £ ), S i graferG

er debes; gtekanter iG, som sammen med
udg¢r en simpel cykel

g

¥ dens sammenh¥.ngende komponenter svarer b
til sammenk34det-komponenterng i /

c/d

Hj%lpegrafB
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| v¥arste tilf%lde er antallet af kanter i hj%lpegraf€nm)

DFS i en graf

Hjeelpegraf (fortsat)

Hj¥%lpegraf
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Proxygraf

Algorithm proxyGrapHG)

Input connected grapG
Output proxy graphF for G

F « empty graph

DFS(G, 9 { sis any vertex ofs }

for all discovery edgesof G
F.insertVertexe)
setLabef{e, UNLINKED)

for all verticesv of G in DFS visitorder

a
for all backedges = (u,v) O
F.insertVerte)(e) DFS i graferG
repeat
f « discovery edge with dest
F.insertEdgde,f,@) ~T% |
if getLabe(f) = UNLINKED then h
setLabe{f, LINKED) b A N/
u <« origin of edge / f J
else c 7 d
u <« v{ ends theoop }
untilu =v a
return F ProxygrafF
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Proxygraf (fortsat)

ProxygrafF for en sammenh%ngende g@af
¥ er en udsp¥ndende skov | hj%lpegrdden
¥ harm knuder ogO(m) kanter
¥ kan konstrueres®(n +m) tid

¥ dens sammenh3%zngende komponenter
(tr¥aer) svarer til sammenk¥adet-
komponenterne G

Givet en grafs medn knuder ogn kanter kan vi
| O(n +m) tid konstruere

¥ de 2-sammenh3zngende komponen(&r i

¥ adskillelsesknuderneG

¥ adskillelseskanterneG

ProxygrafF

45




Bredde-forst-sggning
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Bredde-forst-sogning

Bredde-fgrst-sggning (BFS) er en BFS i en graf med knuder ognm
generel teknik til traversering af en graf  kanter tage©(n+m) tid

En bredde-f¢ rst traversering af gratén BFS kan udvides til at I¢ se andre

¥ bes¢ger alle knuder og kantef i grafproblemer:

¥ afg¢r omG er sammenh¥ngende ¥ Find en vej med etinimalr antal

¥ bestemmer de sammenh¥ngende kanter imellem to knuder
komponenter G ¥ Find en cykel i grafen

¥ bestemmer en udsp¥ndende skGv i
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BEFS-algoritme

Algoritmen bruger en mekanisme til
tildele og aR¥sseetikette©OpE knuder
og kanter

Algorithm BFS(G)
Input graphG
Output labeling of the edges

and partition of the
vertices ofG

for all u € G.vertice$)
setLabe{u, UNEXPLORED)
for all ee G.edgef
setLabe{e, UNEXPLORED)
for all ve G.vertice$)
if getLabe(v) =UNEXPLORED
BFS(G, V)

Algorithm BFS(G, 9

L, < new empty sequence
L,.insertLas(s)
setLabe(s, VISITED)
|« 0
while —L .isEmpty()
L, ,, < new empty sequence
for all ve L,.element§)
for all ee G.ncidentEdgeév)
if getLabe(e) =UNEXPLORED
W < oppositév,e
if getLabe(w) =UNEXPLORED
setLabef{e, DISCOVERY)
setLabef{w, VISITED)
L; ,,.InsertLas(w)
else
setLabele, CROSS
| —1+1
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Eksempel

®

‘ VISITED knude
UNEXPLORED kant
—» DISCOVERY kant
— = = CROSS kant
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Eksempel (fortsat)
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Eksempel (fortsat)
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Egenskaber ved BFS

Notation
G,: sammenh¥.ngende komponent, som knuden
tilh¢ rer

Egenskab 1
BFS(G, s) bes¢ ger alle knuder og kantéy i

Egenskab 2
De bes¢ gte kanter BiF'S(G, s) udg¢r et
udsp¥sndende tr¥, af G,

Egenskab 3
For enhver knude i L, g¥%lder, at
¥ vejen IT fras til v hari kanter L, :'

¥ enhver vej fra til vi G, har mindst kanter
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Analyse af BFS

¥ Tildeling og al3%4sning af en knude- eller kant-etikette t@gy tid

¥ Hvert knude fCr tildelt en etikette to gange
f¢ rste gang som UNEXPLORED
anden gang somilSITED

¥ Hver kant fCEr tildelt en etikette to gange
f¢ rste gang sodNEXPLORED
anden gang somISCOVERY eller CROSS

¥ Hver knude inds¥attes | en sekvdns
¥ MetodenincidentEdges kaldes en gang for hver knude

¥ BFS k¢ rer O(n + m) tid, forudsat at grafen er repr3senteret
med en nabolistestruktuk (deqv) =2m)
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Anvendelser

Vi kan specialisere BFS-traversering af en graf G til at I¢ se f¢ lgende problemer i
O(n + m) tid:

¥ Find de sammenh¥angende komponenter i
¥ Find den udsp¥ndende skas i
¥ Find en simple cykel® - eller rapporter, &b er en skov

¥ Givet to knuder G. Find en vej imellem dem med et minimalt antal kanter -
eller rapporter, at en sCEdan vej ikke eksisterer
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DF'S versus BFS

Anvendelser DFS BFS
Udsp%¥andende skov, sammenh%angende N N
skov, veje, cykler

Korteste veje v

2-sammenh¥angende komponenter v
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DFS versus BFS (fortsat)

Tilbage-kant(v,w) Tv¥ar-kant(v,w)
w er en forfader ti/ i tr34et af w er p(E samme niveau sgreller
bes¢ gte kanter P det n¥iste niveau i trset af

bes¢ gte kanter
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S/

Digrafer




Digraf

Endigraf er en graf, hvor alle kanter er
orienteret

(forkortelse forQlirected grapf

Anvendelser:
¥ ensrettede gader
¥ RByvninger
¥ projektplanl3sgning
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Egenskaber ved digrafer

En grafG=(V.E), hvor hver kant gCEr i en retning:
En kant ¢,b) gCEfra a til b, menikke frab til a

Hvis G er simpelm ! n(n-1)

Hvis vi holder ind-kanter og ud-kanter i s3arskilte nabolister,
kan vi opremse ind- og ud-kanter i tid proportional med deres antal
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Orienteret DFS

Vi kan specialisere traverserings-
algoritmerne (DFS og BFS) til digrafer

ved kun at traversere kanterne i deres - v.
: s
retning

Ved orienteret DFS har vi bre type af
kanter:

¥ bes¢ gte kanter ——p

¥ tilbage-kanter — —
¥ fremad-kanter —.-. - >
¥ tv¥ar-kanter ... >

En orienteret DFS, der starter i knuden
bestemmer de kanter, der kan nEs fra
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Forbundethed

DFS-trae med rod iv: de knuder, der kan nEsyrsed
hj%lp af orienterede veje

E
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Steerk sammenhaeng

Fra enhver knude kan alle andre knuder nCEs
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Algoritme til afggrelse af
steerk sammenhaeng

¥ V3ilg en knude i G

¥ Udfer DFS fromv i G
Hvis der er en knude, der ikke er bes¢ gt,
SE udskriéhejO

¥ Lad GOv¥%reG med kanterne vendt om

¥ Udfer DFS frav i GO
Hvis der er en knude, der ikke er bes¢ gt,
SE udskriéhejO
Ellers, udskrivgaO

K¢retid:O(n + m)
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7 SN
Steerkt sammenhaengende komponenter

Maksimale delgrafer, hvor der fra enhver knude kan n(Es fra alle
andre knuder i delgrafen

Kan ogs(E udf¢ re@fn + m) tid ved brug af DFS, men er mere
kompliceret (i lighed med til 2-sammenh%4ng)

A‘*

O\.©/>TG) {A,C,G}

é/' ; (F,D,E,B}
4——
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Transitiv afslutning

Lad der v3are givet en digréf

Dentransitive afslutning af G er den
digraf G*, hvor

¥ G* har de samme knuder sdbn

¥ Hvis G har en orienteret vej flato v
(u #v), sCE h&s* en orienteret kant
frautil v

Den transitiveafslutninggiver hurtig
oplysning onforbundethed en digraf
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Bestemmelse af den transitive afslutning

Vi kan udf¢ re DFS startende i alle

knuder iOQ(r(n+m)) tid Hvis der en mEde at komme fra

A til B og fraB til C, er der ogsE €

Alternativ ... Brug dynamisk programmering:
Floyd-Warshal@ algoritme
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Floyd-Warshall’s algoritme

Ide 1: Nummerer knuderne 1, B, , n

Ide 2: Betragt veje, der kun bruger de knuder, der er(

. . Dynamisk programmering)
nummereret 1, & , k sommellemliggende knuder:

Bruger kun knuder, der er nummerereEl, k
(tilf¢,) denne kant, hvis den ikke allerede er tilf¢ jet)

--------------
...........
l..
gy
Ny
Ty
Ty
a
I
¥
'

Bruger kun knuder, der er

nummereret 1£ , k-1 Bruger kun knuder, der er

nummereret 1E |, k-1
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Floyd-Warshall’s algoritme

Floyd-Warshalf3 algoritme nummerer
knuderne G somv,, ..., v, 0g bestemmer e
r¥skke af digrafeG,, ..., G

n

e G,=G

* G, har en orienteret kant(v;), hvisG har en
orienteret vey, til v; med mellemliggende
knuder fra m¥ngderv{, ..., v}

Vi har, atG, = G*
| iterationk, bestemmeé6, ud fraG, _,

K¢ retid: O(n3), hvis operationen
areAdjacent erO(1) (f.eks., hvis der
benyttes en nabomatrix)

N

Algorithm FloydWarshal(G)
Input digraphG
Output transitive closuré&* of G
|« 1
for all ve G.vertice$)
denotev asyv,
l—1+1
Gy« G
for k < 1ton do
GGy
fori < 1ton (i #k) do
forj < 1ton (] #i, k) do
if G, _,.areAdjacentv, v,) A
G, _j.areAdjacenty,, v)
if =G, .areAdjacentv,, v,)
G,.insertDirectedEdggy;, v, K)

|
return G_
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Floyd-Warshall eksempel
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Floyd-Warshall (iteration 1)
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Floyd-Warshall (iteration 2)
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Floyd-Warshall (iteration 3)

72




Floyd-Warshall (iteration 4)
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Floyd-Warshall (iteration 5)
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Floyd-Warshall (iteration 6)




Floyd-Warshall (slut)
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DAG og topologisk ordning

En orienteret ikke-cyklisk graDAG (Directed Q e

Acyclic Graph) er en digraf, der ikke har nogen

orienterede cykler @

En topologisk ordning af en digraf er en G

nummereringy,, ..., v,, af knuderne, s(Eledes at DAG G
der for enhver kanty(, v;), g¥alder, at <j @

Eksempel: v, Ve
| en opgaveplanl¥agningsgraf er en topologisk
ordning en r¥kkef¢ lge af opgaver, der for hver
opgave tilfredsstiller startforuds¥stningerne V)
(eng.the precedence constraints

Seetning: En digraf tillader topologisk ordning, v,

hvis og kun hvis den er en DAG Topologisk ordning a€s
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Netvaerksplanlaegning

aktivitet forgeenger(e)  varighed (uger)
A Kkonstruer lagerstyringsmodel - 4
B implementer lagerstyringsprogram A 13
C Kkonstruer prognosemodel - 4
D implementer prognoseprogram C 15
E indsaml data - 12
F design database A 4
G implementer database E,F 2
H oplar personale B,D 2
I afprgv system G,H 2

aktivitetsnetvark

FEBRUARY

]
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Topologisk sortering ved hjaelp af DFS

Simuler algoritmen ved brug af dybde-

f¢ rst-s¢,gning

Algorithm topologicalDFSG)
Input dagG

Output topological ordering o6
n < G.numVerticeg)

for all u e G.verticeg)
setLabefu, UNEXPLORED)
for all ee G.edge$)
setLabele, UNEXPLORED
for all ve G.erticeg)
if getLabe(v) =UNEXPLORED
topologicalDFSG, V)

O(n+m) tid

Algorithm topologicalDFSG, V)

Input graphG and a starvertexv of G

Output labeling of the vertices @b
in the connected component\wof

setLabefv, VISITED)
for all ee G.incidentEdges$v)
if getLabe(e) =UNEXPLORED
W < oppositév,e
if getLabe(w) =UNEXPLORED
setLabefe, DISCOVERY
topologicalDFSG, w)
else
{eis a forwardor cross edge
Labelv with topological numben
nen-1
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Eksempel pa topologisk sortering

30




Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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Eksempel pa topologisk sortering
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